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Figu-a 1. DetaliL din

$coo/o din Ateno

in care il putem vedea
pe Pitagora cufundat
in studiu

Figura sa este una dintre cele mai fascinante ti interesante din istoria
gAndirii. Ralionalist gi mistic, filozof gi teolog, matematician gi expe-

rimentato4, om in carne gi oase gi personaj mitic; Pitagora a impulsi-
onat o parte considerabili a elementelor culturale care au modelat
tradilia gAndirii occidentale".

Se pare cd Pitagora a fost primul care a dedus ci PimAntul este o

sferd gi care a descoperit ci luceafirul de dimineali gi cel de seari erau

acelagi astru: Venus. A definit numerele pare gi impare gi a introdus in
Grecia primul sistem comun de misuri gi greutili. Dat cum se intAmpli
cu alte personaje mitice din istorie, niciuna dintre afirmaliile de mai

sus nu se poate demonstra in mod convingitoq, ba chiar gi existenla
personajului a fost pusd la indoiald. De fapt, existi indoieli chiar gi in
privinla paternit5lii celebrei teoreme care ii poarti numele,
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urineze in direclia soarelui, si nu rAdi niciodatS, sI intindi cuvertura
patului, si se imbrace in alb, sd rdmAni cagti... $i, ca si incheiem, degi

erau total vegetarieni, nu puteau mAnca fasole (se pare ci Pitagora o

detestaJ. De fapt, o legendi foarte rispAnditi spune ci fasolea a stat in
spatele morlii maestrului: cAnd locuitorii din Crotona au vizut cI toate
funcfiile politice erau ocupate de citre pitagoricieni, au atacat gcoala gi

au incendiat-o, Pitagora a incercat si scape din inciierare fugind, dar
un cAmp de fasole i-a apdrut in fa15. DecAt si treaci prin ea, a preferat si
fie arestat gi executat. in viziunea noastrd modernd, gcoala lui Pitagora

aduce mai mult cu o secti religioasi decAt cu o gcoald.

Matematica era pentru fralii pitagoreici o religie gi depuneau
jurimAnt si pistreze in secret cunogtinlele acumulate. Credeau ci
numerele simbolizeaze calitali mistice; astfel, 1- reprezenta binele,
pe lAngi esenla gi fundamentul a tot ceea ce exist5, 2 masculinul,
3 femininul... Pentru acegtia, solidele obignuite reprezentau elemente
a ciror combinafie forma intreaga diversitate material5 a naturii.
Doctrina pitagoreici insi, fiind un soi de misticism numeric, nu doar
ci atribuia numerelor un caracter sacru, ci gi capacitatea de a deslugi

ordinea ascunsi a lumii, Iucru extraordinar de modern pentru noi,

ilustrat in cuvintele lui Philolaus din Metapontum[470-380 i.Hr.),
adept al lui Pitagora: ,,Tot ceea ce este cognoscibil are un numi4
deoarece fdrd numir nimic un poate fi nici conceput, nici cunoscut".

Pe lAngi misticism gi filozofie, fralii pitagoreici au descoperit
multe adeviruri matematice gi au explorat formele in care acestea se

manifesti in lume. in Elementelelui Euclid, tratat scris in jurul anului
300 i.Hr., gisim un volum imens de descoperiri matematice atribuite
gcolii pitagoreice, culminAnd cu geometria celor cinci solide platonice.
Este vorba despre singurele cinci posible corpuri regulate, adicd cele

care au toate felele egale: tetraedrul, cubul, octoedrul, dodecaedrul
si icosaedrul.
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Al doilea termen, incomensurabil, referitor la doui segmente, ne spune

despre imposibilitatea geometricd de a gisi un al treilea segment, mai
mic decAt cele doui, care si se cuprindi de un numir intreg de ori in
ambele segmente. in primul caz spunem ci numdrul nostru irafional x
nu poate fi exprimat ca gi raport a doui numere intregi a Si b. Cu alte

cuvinte, ci nu este posibil si se giseasci o expresie ca x = a/b.in caz

geometric, spunem ci doui segmente, unul de lungime x gi altul de

lungime y, sunt incomensurabile daci nu putem gdsi un segment de

lungime u care si se cuprindi in ambele de un numir intreg de ori.
Firi a pierde din vedere generalitatea, si luim lungimeay egali cu L.

Daci existi asemenea segment de Iungime u, atunci x/u = e, ceea ce

inseamni cd u se cuprinde exact de a ori in x. $i, la rAndul siu rezulti
cd 1/u = b, ceea ce inseamni ci u se cuprinde de b ori in f . in acest caz,

insi: x = au gi u = 1/b, astfel incAt x = au =a/b, care este echivalenti cu

propozifia aritmeticd.
in opera sa Mysterium Cosmographicum, fohannes Kepler

(157L-1,630) scrie ci: ,,Geometria are doul mari comori: una este

teorema lui Pitagora gi cealaltl este secliunea de aur; daci prima este o

bijuterie de au1, cea de-a doua este un diamant". in mod ironic, bijuteriile
s-au dovedit a fi cai troieni, pentru cd descoperirea neagteptatelor
mdrimi incomensurabile a pornit din teorema lui Pitagora sau din
pentagrama mistici a lui Pitagora. Pornind de la teorema lui Pitagora,
a apirut rE li din pentagrami, ca raport intre diagonali gi latura
pentagonului regulat, a rezultat alt renumit numir iralional, numirul
de aur e: [1 + Ja)12.

Sd privim in detaliu cazul lui .E. Pitugo.eicii au demonstrat ci
lungimea diagonalei unui pltrat cu Iatura 1., 11.'+1.' : V2, nu se

poate exprima ca raport de doui numere intregi a/b, ca un numir
rafional. Cum au ficut demonstrafia? Probabil nu vom gti niciodati
cu siguranli, dar in literatura de specialitate se obignuiegte si se

demonstreze clasic prin reducere la absurd. Aceasti metodi de

demonstralie pornegte de la o afirmalie care ne conduce in final la
un rezultat absurd sau contradictoriu, ceea ce insemni cd afirmatia
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INCOMENSURABILITATEA NUMARULUI DE AUR

Drpa storc raten-atci , nu este stglr ca ",,1i at fr pr rtu nltmdr ra{ona

descoper t: cA! va inc na spre J5 
"ur" 

rezr-tlafiresc d n ce ebra pentagrama

mrstca ptagcre ca i-eprezentata in mag nea din f gLrra 5, in care pltent gar
sec! unea de arr

Ercl d prez rta astfe sec{ rrea de alr'in tratarl E/em-onle. .,Se zce cd ln
segreft este impar{t in raport recJl g extrenr cand segntentl totai este

fata de partea cea mai [.are a$a clrl partea ma rnare este faJa de cea mar

mc5" C.l at-o cuvnte, peinleesr trtrror, dacaimpar{irr Lrn segment de o
rnitatc ca ur-rgrre in dola segmente de ungme x q .1 A, raportl de alr
trebL e sa satisfaca ega tatea 1/x - x/t|lr) in carereste numt nlmarl cle

aur sau nrmiru al-rrt care, in ntod trad{ona esle notat cl itcra p Facancl

cacL,i ele rezrta ca ecuata precedenti este echivaettd cr-r 1:2 p - 1 :l
care solrf e este,; - 1'lS + l'1 I Z

Este Lrgor de de'nonstrat caracteru ra{iora ai ui p, apicAnci a.pp,fs
metoda de reducere la a absurd pe care o fo os m peltrl JZ SA pr""l,
lLrnem ca,.,r: p/q lnoe frac{a este recluctbi a, Deoar-.ce g es.e sol{n
ecuate .i: .p - .1 g fracl a ptlq c-t va satsface inocund in eclate q

slrpitcard cb{nem cap e - cl?ip adchp c,lvde pe q2 ir acest caz,

insa p i clivlde gi pe q, dec, ne atam irir o contradiclie

De^ronstra{ a geometr ca a ncomensLrrab t5l l .? se bazeaza pe p-.nta

grama m stca h Elernente se poate cit ,,Dagonaee lnl penlago'r se nter-

secteaza h rapoftLr cle aL.ir, il care seg-lentL.1 cei rna ntare este ella c!
atura pentagonuu" Adc:i, raportL- dntre ungm e i.nea dln dagonaee
pentagonu ui, ca EB in irnag ne gi o atlra ca AB este p, dlpa clnt

care s-a incercat si fie pdstrati in secret din cauza ameninldrii pe

care o reprezenta pentru intregul proiect pitagoreic, a ajuns si
fie dezviluiti in cele din urml gi si se transforme intr-un scandal
matematic, a$a cum descrie pe un ton apocaliptic filozoful grec
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ci i-au fdcut gi un mormAnt, ca gi cum el, care odati le-a fost camarad,

ar fi abandonat viala intre oameni.[...] Allii afirml ci divinitatea s-a

supirat pe cel care a divulgat doctrina lui Pitagora 9i l-ar fi pedepsit

sd moari ca un picdtos in mare pentru nelegiuirea de a fi destdinuit

teoria numerelor iralionale gi a incomensurabilitefii".
Dincolo de scandal, aparilia mirimilor incomensurabile a insemnat

cu siguranli un moment de cotiturd in matematica greacd: pe lAngi

ci a aruncat in aer mistica pitagoreicd gi a ficut imposibild pentru

geometrie si mlsoare intotdeauna exact, a obligat matematicienii

si foloseasci demonstralia ca ghid in cercetdrile lor. in realitate,

scandalul numerelor iralionale a pus capit perioadei de pubertate a

matematicii. Potrivit lui Pedro Miguel GonzAlez,,,ideea ci doui mdrimi,

mai concret doud segmente, au intotdeauna o parte alicoti comund,

adicd sunt mdsurabile, este firl indoiali un stadiu incipient inevitabil

in dezvoltarea gAndirii matematicii intuitive, atAt in plan istoric, cAt

gi gcolar gi, bineinfeles, in domeniul me$tetug5resc, din nevoia de

misurare intodeauna aproximativd a lungimilor".

Descoperirea numerelor iralionale a avut implicalii profunde in

matematica greacl, provocAnd o tensiune intre geometrie 9i aritme-

tic5, intre mirimi gi numere. Grecii au ales si menlin5 mirimile
incomensurabile gi numerele iralionale separate, considerAndu-le lu-

cruri complet distincte. CuvAntul grecesc pentru raport este logos,

care inseamnd cuvdnt sau socoteald. Noile mirimi incomensurabile

au fost numite alogon, care are sensul de inexprimabil, indescriptibil.

Mlrimile iralionale sunt consecin!5 logici a geometriei, dar se dove-

desc inexprimabile prin numere ordinare, incAt grecii au avut grijd si
foloseasci cuvinte total diferite pentru a denumi un numlr (in grecegte

arithmos) spre deosebire de o mirime lmegethos). De fapt, a trebuit sd

treaci mai mult de 2200 de ani pAnd cAnd numerele iralionale au fost

recunoscute ca numere cu drepturi depline. Radical din2 a fost primul

numir iralional care s-a descoperit [sau poate sd fi fost radical din 5)

in secolul al V-lea i.Hr. gi pAni in secolul al XVII-lea nu s-a rispAndit

cuvAntul numdr pentru a desemna nu doar numerele ralionale, ci gi pe

cele iralionale.

l8 I Nrr"re irationale
I

Demonstra!ii de ira!ioru

,, [D emonstra gia ari sto=,
cdt Siin exe=:

Pdstreazd prospefimeo Si semnif,-;

care au trecul nu i-ott :.-i

Mulgi am simlit in adol

puternicl cAnd ni s-a p

iralionalitStii lui J7 prin:
matematician Hardy in pa

deja in,,lncomensurabilit
studentul afli ci pot i
adevdrul sau falsitatea u
a trebuit sE simti fratii pi

mai mare contribufie a I

este posibil cd se constrr

matematice. in timp ce

matematici prin exceler

creat o noui matematic

demonstrafie. Si vedem

lLri r,D. Si presupr,Ln.

sau ceea ce este ac: .

aritmeticii ne astgLu':

un produs unic de ir.Lr

este produsul a rr r.i.rr:

a m numere prrme -r:

n perechi de nunret.
a2:2b2,;iin 2br ne ,

contradicfie gi nu ne :

noastri iniliald era i:.

numere naturale.
Daca ar treblLt

demonstralii pe ca:--

Experience, matenla.



Bt | ,,,or.,rn.r.rocur PZrro o

adecug nN" :nrJrs qsJaH 'U rS sureq '[ g rruarcrletua]etu 'acuauadxg

lD)nDuaqlDIAl aqJ eaJeJJnl u1 2o-e8a1e re aJef, ed rde;lsuouap
Enop alal a;1ug 'a1nro1r1rc p8e;p 'rzaldo ps rnqaJl JE pteC

'aleJnleu aJerunu

ap a(cerg o er srrrs r; aleod n, ?f 
pc rS plra;orur Era Elelilul Ertseou

ezalodr FJ tualrtupe ps lgJap arinlos pUe auVr.uEJ au nu rS arfcrperluoc
o-JtuJ nou urp lnzpJ tuv 'aqcarad pJeJ Z un a;ede au zQZ uyr|'rq7 : ,o
el esuJ ernqaJJ 'rqcarad ru U JoA ze u! rcl 'arur.ld aJarunu ap rqra;ad u

rt JoL zD rn1 re nuud rJoltEJ ur earaunduoJsap u1 'aur.rd aJar.unu tu e
ynsnpo.rd alsa'b ."' .zb.rb:q pc rS arur-rd arotunu u e Insnpord alsa
ud . "' . zd . rd : o y) uraundnsard p5 'aruud aJarunu ep trun snpord un
ec aunduotsap aleod as IeJnlEu JEUnu alrJo ef, p;n8rse au rrlrlaulrJe
e elEluauepunJ euaJoal'zQZ: zD g)'nJJnl rselace alsa aJ eaaf, nes

'pllqltrnperl purroJ uI q/D : gf p, nou urp ruaundnsard gS .!,A Int
uiplryeuorfeJr ale olrleuJalle llierlsuotuap tuapal eg'arfe-rlsuouap
ap lnldaouoJ lsoJ e luaruepunJ raJpJ Ie 'EJrJer.ualeu pnou o leaJJ
ne rrcra;o8elrd 'ernulr.ro31e rS etrpe;d piualarxa uud pcrleurageu
o lellolzap ne rrualdr8a rS rruaruollqeq ac dult ul 'alrletualEru

uirzodord reun ale alrqElnJeJr rzalop EtsernJJsuoJ as pJ lqrsod alsa
pl eaapr :ra(erlsuoruep lnldacuoJ lsoJ E Jol E a{nquluoo aJetu retu
eaf, 'eJrlerualeru nJtuad'1de; ap'rS rcrato8elrd rrie.r; g1tuls ps lrnqaJl E

Jolpupuase eAaJ 'alrletualeu rrieuJrJe raun BalelrsleJ nes InJEAape
a;dsap alrqelsaluoJur rzelop alEJoqEIa U lod pJ pue Inluapnls
'alSeounc o ac pdnq ,,JnE ap rnlnJeunu ealelrlrqeJnsualuof,u1" u; e[ap

lluauod rue aJBJ ardsap rS nqcnporlur 1n[esed ur dpreg uerorletualetu

InJqalal EroJaJ as aJeJ el 'pJnsqe el aJelnpaJ wtd 4t 
rn1 lfglryeuorierr

ederlsuoruap Elep erurrd n;1uad leluezard e-s ru pueo prru;a1nd
arsardrur o '{uapnls eJ 'eJlseou eiuarsalope uJ lliruls ue ri1n61

[uercqerualeu rnun erSolody {p rc11 11'5) ,,'oatooloA Jopp lJqwn na-t nu ]nJaa nD aJD)

tuD ap 0002 ap awq rDw rct la1os tuuado)sap lnluawow urp otJocrtruwas t oawgadsotd pzoallspd
'p^tutlDul tDw pr ap pwaroat o a$a pprcpu! ortru ptpttop'arinraxa ut K 1g)

'aapt uJ 7DJD 'oldwts pwatoal o afa l1S rn1 rqplrleuo{e:r e eJlTalotslrE erjerlsuoruaq]"

alel!leuo!ier! ap !!ieJlsuoueo

ad rS rc'a1euo{er alaJarxnu

grpugdspr E-s nu eal-llL\ I

[S utp IErrpEr tsoJ U Es a]E

lnruud tsoJ E Z ulp IerlpPU
lsoJ ne apuo{err eleJeu.rrrrr.

ps lrnqarl e '1de; a6 '[soq::

alSaca;8 u1) .rprunu un rumr

ps p[rr8 JnAe nE noarS lgou
-alop as rep 'ralqauroaE =
' y q4 duc s a p ut' p qow!-t furzr,

alrqeJnsuauoJur rluuETir ;

'so0o1 alsa poder n+ua,u

-nl al-npugreprsuoJ'aleJE,;

alrturJpru puriuau ES saF

-arulrJE rS ar-uaruoa8 atr4
u1 apun;o.rd r{ecqdur 1n-r

',,-rolF

ap erolau urp 'rsa:pEnsa:

]gl 'lrJolsr ueld ug ]sle a

Irqelrlaur luar dnur nlpel-q

'Eunr.uof, ploJrle alred o e;

'nur.rpru pnop pr Eeapx" 'zal

e aleyaqnd ap rapeolrad :

'alelrleal ul lrol allrElelJi
rrualf,rleualeur le8rlqo e

n;tuad gyqrsodurr lmEJ e

p8ugl ad :ecea"r8 eJqEureti

leutuasur E alrqeJnsualII0ll

l'lpcllllqil
lrnurPlsap IJ e ap EaJrnr;e

lrsdapad IJ re-l rS uoEelrd
e-s ealelrur^lp PJ quugE I
'pe.reurec lsoJ E-al qlepo e-

I


