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Capitolul 0

O criza incomensurabila

,Nu meritd sd se numeascd om cel care nu stie cd

50

diagonala unui pdtrat este incomensurabild fata de laturad.

(Sophie Germain)

Nasterea matematicii, in intelesul siu modern, este asociata de obicei
cu scoala pitagoreicd din secolul al V-lea 1.Hr. Aforismul totul este
numdr, al filozofului si matematicianului grec Pitagora (569-475 1.Hr.)
rezuma filozofia scolii si de atunci incoace constituie nucleul stiintei
moderne: putem descifra legile universului gratie matematicii.
Pitagoreicii vorbeau de cosmos pentru a se referi la ordinea pe care
o gasim in natura si care se dovedeste accesibila intelectului nostru.
Armonia universului se putea intelege prin raporturi de numere
intregi si legile sale erau guvernate de astfel de numere si proportii.

Pitagora, contemporan cu Lao-Zi, Confucius si Buddha, este consi-
deratprimul matematicianpurdinistorie.Inmodsurprinzitor,datorita
teoremei lui Pitagora, pe care o invatam la scoald, este si unul dintre
matematicienii cei mai populari de astazi. Cautarea «Pythagoras» pe
Google returneaza peste sapte milioane de intrari care fac sd paleas-
cd jumatatea de milion a lui Andrew Wiles, matematicianul care a de-
monstrat teorema lui Fermat. Dupd cum comenteaza matematicianul
Pedro Miguel Gonzalez Urbaneja in cartea sa Pitagora, filozoful
numdrului, ,Pitagora este probabil cel mai cunoscut matematician,
dar este renumit si in domeniul mai general al istoriei culturii.

O crizaincomensurabila

9



10

Figura 1. Detaliu din
Scoala din Atena
incareil putem vedea
pe Pitagora cufundat
n studiu.

Figura sa este una dintre cele mai fascinante si interesante din istoria
gandirii. Rationalist si mistic, filozof si teolog, matematician si expe-
rimentator, om 1n carne si oase si personaj mitic; Pitagora a impulsi-
onat o parte considerabild a elementelor culturale care au modelat
traditia gdndirii occidentale®.

Se pare ca Pitagora a fost primul care a dedus ca Pamantul este o
sfera si care a descoperit ca luceafarul de dimineata si cel de seara erau
acelasi astru: Venus. A definit numerele pare si impare si a introdus 1n
Grecia primul sistem comun de masuri si greutati. Dar, cum se intdmpla
cu alte personaje mitice din istorie, niciuna dintre afirmatiile de mai
sus nu se poate demonstra in mod convingator, ba chiar si existenta
personajului a fost pusa la indoiala. De fapt, exista indoieli chiar si in
privinta paternititii celebrei teoreme care ii poartd numele.

Numere irationale



Figura 2. Padurea
elementelor, tablou
de Tobia Rava.
Acest pictar italian
este urmasul vechii
scoli pitagoreice,
filtrata prin traditia
ebraicé a gematriel,
conform céreia
totul este numar.
Opere sailustreaza
aceasta conceptie
in imagini.

Pitagora a fugit din Samos, insula sa natald din Grecia de astazi,
din cauza neintelegerilor cu tiranul Policrate si a fondat in Crotona,
in sudul Italiei de astazi, o scoala in care a predat si a facut celebra
filozofia sa matematicd: ,Numarul este regula formelor si a ideilor”,
In scoala lui Pitagora, in care erau admisi barbati si femei de orice
rasa, religie sau paturd sociald, discipolii de gradul intai, numiti
akusmaticos (ascultdtori), invatau cinci ani doctrina pitagoreica.
In aceasti perioadi de formare le era interzis si isi vada maestrul. Cei
mai merituosi treceau la ciclul al doilea, in care dobdndeau cunostinte
mai aprofundate de filozofie si de matematica; atunci li se permitea sa
discute cu Pitagora si erau numiti matematicos (cunoscdtori).

Membrii fratiei pitogoreice trebuia sa se supuna unei intregi serii
de ritualuri absurde: sa atinga apa cand tuna, sa nu poarte inele, sa nu

O crizd incomensurabila
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urineze in directia soarelui, sa nu rada niciodati, sa intinda cuvertura
patului, sa se imbrace In alb, sa ramana casti... Si, ca sa Incheiem, desi
erau total vegetarieni, nu puteau manca fasole (se pare ca Pitagora o
detesta). De fapt, o legenda foarte raspanditd spune ca fasolea a stat in
spatele mortii maestrului: cand locuitorii din Crotona au vazut ca toate
functiile politice erau ocupate de catre pitagoricieni, au atacat scoala si
au incendiat-o. Pitagora a Incercat sa scape din incaierare fugind, dar
un camp de fasole i-a aparut in fata. Decit si treacd prin ea, a preferat sa
fie arestat si executat. In viziunea noastrd modern3, scoala lui Pitagora
aduce mai mult cu o secta religioasa decit cu o scoala.

Matematica era pentru fratii pitagoreici o religie si depuneau
jurdmant sa pdastreze in secret cunostintele acumulate. Credeau ca
numerele simbolizeazad calitati mistice; astfel, 1 reprezenta binele,
pe langa esenta si fundamentul a tot ceea ce existd, 2 masculinul,
3 femininul... Pentru acestia, solidele obisnuite reprezentau elemente
a cdror combinatie forma intreaga diversitate materiala a naturii.
Doctrina pitagoreica ins3, fiind un soi de misticism numeric, nu doar
ca atribuia numerelor un caracter sacru, ci si capacitatea de a deslusi
ordinea ascunsa a lumii, lucru extraordinar de modern pentru noi,
ilustrat in cuvintele lui Philolaus din Metapontum(470-380 1.Hr.),
adept al lui Pitagora: ,Tot ceea ce este cognoscibil are un numir,
deoarece fard numar nimic un poate fi nici conceput, nici cunoscut”

Pe langa misticism si filozofie, fratii pitagoreici au descoperit
multe adevaruri matematice si au explorat formele in care acestea se
manifesti in lume. In Elementele lui Euclid, tratat scris in jurul anului
300 1.Hr,, gdsim un volum imens de descoperiri matematice atribuite
scolii pitagoreice, culminand cu geometria celor cinci solide platonice.
Este vorba despre singurele cinci posible corpuri regulate, adica cele
care au toate fetele egale: tetraedrul, cubul, octoedrul, dodecaedrul
si icosaedrul.

Numere irationale



Nasterea numerelor irationale: un secret si un scandal

.Se zice cd divinitatea s-a supdrat pe cel care a divulgat doctrina lui Pitagora §i I-a fdcut
sd piard ca un necredincios in mare, pentru sacrilegiul de a fi dezvaluit doctrina
numerelor irationale si incomensurabilitatea.” (Jamblico. Vida Pitagdrica. XXXIV, 247)

Pitagoricienii presupuneau cd lumea era ficutd din relatii simple
intre numerele pe care le folosim la numarat. De aceea, s-a dovedit
profund deranjant s3 descopere ca existau numere, irationalele, care
nu puteau fi exprimate ca o relatie de numere naturale.

Termenulirational poate fi oarecum ciudat in contextul matematicii,
in care se presupune ca totul este condus de ratiune. In limbajul cotidian
il folosim pentru a indica lipsa rationamentului, Insa, desigur, acest
lucru nu inseamna sa consideram cd numerele irationale sunt ilogice.

Pitagoreicii foloseau doar numere rationale. Cuvantul rational
nu face referire la ratiune, ci la raportul a doua numere intregi, prin
urmare, cuvantul irational se refera la absenta unui astfel de raport.
Echivalentul geometric al termenului rational era comensurabil, pe care
il folosim inca pentru a descrie doua lungimi al caror raport este un
numdr rational. Doud lungimi sunt comensurabile daca una dintre ele
poate fi Impartita In k parti egale sau unitati, astfel incat cea de-a doua
lungime sa fie, de asemenea, un multiplu
exact al unitatii respective.

Cu toate acestea, dacid segmentele sunt
de asa natura incat raportul lungimilor este
irational, atunci este imposibil de gasit o
astfel de unitate. In acest caz se spune ci
segmentele sunt incomensurabile.

La prima vedere, poate parea ca ira-

tional si incomensurabil sunt doi termeni
distincti. Primul termen, irational, se
refera la imposibilitatea de a reprezenta

Figura 3. Medalion medieval

un numdr ca un raport a doua numere . epiagrama

intregi; este o problema de aritmetica. mistica pitagorica.

0 crizd incomensurabila
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Al doilea termen, incomensurabil, referitor la doud segmente, ne spune
despre imposibilitatea geometrica de a gasi un al treilea segment, mai
mic decat cele doud, care sa se cuprinda de un numar intreg de ori in
ambele segmente. In primul caz spunem ci numarul nostru irational x
nu poate fi exprimat ca si raport a doud numere intregi a si b. Cu alte
cuvinte, ¢ nu este posibil sd se gdseascd o expresie ca x = a/b. In caz
geometric, spunem ca doud segmente, unul de lungime x si altul de
lungime y, sunt incomensurabile daca nu putem gasi un segment de
lungime u care sd se cuprindd in ambele de un numar intreg de ori.
Fara a pierde din vedere generalitatea, sa luam lungimea y egala cu 1.
Daca existd asemenea segment de lungime u, atunci x/u = a, ceea ce
inseamnd cd u se cuprinde exact de a ori in x. Si, la randul sdu rezulta
cd 1/u = b, ceea ce inseamni ci u se cuprinde de b ori in 1. In acest caz,
insa: x = au si u = 1/b, astfel incat x = au =a/b, care este echivalenta cu
propozitia aritmetica.

In opera sa Mysterium Cosmographicum, Johannes Kepler
(1571-1630) scrie ca: ,Geometria are doud mari comori: una este
teorema lui Pitagora si cealalta este sectiunea de aur; daca prima este o
bijuterie de aur, cea de-a doua este un diamant“. In mod ironic, bijuteriile
s-au dovedit a fi cai troieni, pentru ca descoperirea neasteptatelor
marimi incomensurabile a pornit din teorema lui Pitagora sau din
pentagrama mistica a lui Pitagora. Pornind de la teorema lui Pitagora,
a aparut V2 si din pentagrama, ca raport intre diagonala si latura
pentagonului regulat, a rezultat alt renumit numar irational, numarul
deaurop=(1+ \/E)/Z.

S3 privim in detaliu cazul lui J2. Pitagoreicii au demonstrat ca
lungimea diagonalei unui pitrat cu latura 1, v1* +17 =2, nu se
poate exprima ca raport de doud numere intregi a/b, ca un numar
rational. Cum au facut demonstratia? Probabil nu vom sti niciodata
cu siguranta, dar in literatura de specialitate se obisnuieste sa se
demonstreze clasic prin reducere la absurd. Aceastid metoda de
demonstratie porneste de la o afirmatie care ne conduce in final la
un rezultat absurd sau contradictoriu, ceea ce insemna ca afirmatia

Numere irationale



initiala era gresita. Sa vedem: orice numar rational se poate scrie ca
o fractie ireductibila a/b, unde a si b sunt numere intregi fara factor
comun. Este +2 numar rational? Sa presupunem ca da. Atunci putem
sa-1 exprimam ca o fractie ireductibila: V2= a/b. Ridicand la patrat
ambii termeni ai egalitatii: a? = 2b?, deducem ca a? este un numar
natural par. S3 observim acum c3, daci a ar fi impar, ¢? ar fi impar;
deci, neaparat, a trebuie sa fie par. Putem scrie atunci ca a = 2p,
unde p va fi un numir natural. Inlocuind aceasta informatie in a?= 2b?,
ajungem la identitatea 2p? = b2 Si, din nou, cum b? este un numar
intreg par, b este par. Astfel, am ajuns la o contradictie, pentru ca
atat a cat si b sunt numere pare, dar am presupus ca nu aveau factor
comun. Am demonstrat prin reducere la absurd ca ipoteza initiala
este incorectd. Nu ne mai ramane decét sa tragem concluzia ca V2 nu
se poate scrie ca o fractie de numere naturale.

Pitagoreiciinu concepeaualtenumere decatcelerationale, carese
pliau perfect pe viziunea lor asupra lumii; prin urmare, descoperirea
naturii irationale J2 a pus sub semnul intrebarii intreg programul
lor filozofico-matematic. Nu cunoastem cu adevarat identitatea
autorului afurisitelor marimi incomensurabile, dar se admite de
obicei ca descoperirea a avut loc spre anul
4801.Hr. de catre pitagoreicul nonconformist
Hipaso de Metaponto (sec. VI - V 1.Hr) la
care s-ar parea ca face referire filozoful
Proclus (412-485 d.Hr.) cand scrie: ,Este de
notorietate ca primul care a dat domeniului
public teoria numerelor irationale ar fi
pierit intr-un naufragiu, deoarce inex-

primabilul si inimaginabilul ar fi trebuit
sd ramana secrete. Prin urmare, vinovatul,
care din intimplare a abordat si dezvaluit

Figura 4. Partretul lui
Hipaso de Metaponto
intr-o gravura din secolul
l . . «“« . g

valuri pentru eternitate’. Descoperlrea, al XIX-lea

acest aspect al lucrurilor vii, a fost transferat
in locul sau de origine, unde este biciuit de

O crizéd incomensurabila
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INCOMENSURABILITATEA NUMARULUI DE AUR

Dupd istoricii matematicii, nu este sigur ca \/5 ar fi primul numar irational
descoperit: calivainclina spre Vo, care rezulta firesc din celebra pentagraméa
mistica pitagoreica reprezentata in imaginea din figura 5, In care putem gasi
sectiunea de aur,

Euclid prezinta astfel sectiunea de aurin tratatul Elemenie: ,Se zice ca un
segment este impartit in raport mediu si extrem cand segmentul total este
fatd de partea cea mai mare asa cum partea mai mare este fata de cea mai
imparfim un segment de o
unitate ca lungime in doua segmente de lungime x si 1/x, raportul de aur
trebuie sa satfisfaca egalitatea: 1/x = x/(1/x), In care x este numit numarul de
aur sau numarul aurit, care, in mod tradificnal, este notat cu litera . Facand
calculele, rezulta ¢a ecuatia precedenta este echivalenta cu w? — v = 1, a
carel solutie este ¢ = L\/g + 1) /2

Este usor de demonstrat caracterul irational al lui ¢, aplicand aceeasi
metoda de reducere la la absurd pe care o folosim pentru \/E Sa presu-
punem c& ¢ = p/g, unde fractia este ireductibila. Deoarece o este solutia
ecuatiel ©? — ¢ = 1, sl fractia p/g o va satisface. Inlocuind n ecuatie si
simplificand, obtinem ca p — g = ¢%/p, adicd p divide pe §2. In acest caz,
insd, p il divide si pe g, decl, ne aflam Intr-o contradiclie

Demonstratia geometrica a incomensurabilitatii lui ¢ se bazeazd pe penta-
grama mistica. In Elernente se poate citi: ,Diagonalele unui pentagon se inter-
secteaza in raportul de aur, I care segmentul cel mal mare este egal cu
latura pentagonulul’. Adica, raportul dintre lungimile unela din diagonalele
pentagonului, ca EB n imagine, si o laturd ca AB, este ¢, dupd cum

mica". Cu alte cuvinte, pe intelesul tuturor, daca

care s-a incercat sa fie pastrata in secret din cauza amenintirii pe
care o reprezenta pentru intregul proiect pitagoreic, a ajuns sa
fie dezvdluitd in cele din urma si sa se transforme intr-un scandal
matematic, asa cum descrie pe un ton apocaliptic filozoful grec

Numere irationale



cltitorul poate demonstra
singur., Sa  presupunem
ca existd o unitate, un
segment  de  lungime
fixd, cu care se poate
masura exact diagonala
si latura. S& observam
ca cele cinci diagonale
ale unui pentagon re-
gulat  determind un Al
dollea pentagon regulat,
ma mic (figura 5). Este
usor de demonstrat ¢
lungimea diagonalel C'E
a noului pentagon este
egala cu EB — AB gl c8  Figyras.

latura C'D’ este egald cu

2AB — EB. Deci unitatea

noastra Tmparte exact gl noua laturd C'D' i diagonala CF' a acestul
pentagon mai mic, pentru ca Tmparte exact atat pe EB, cét si pe AB. Cum
se poate repeta la infinit procesul de obtinere a unui pentagon atét de
mic pe c&t 11 dorim, ajungem printr-un refionament de descendentad infinité
la ceva imposibil: putem obtine diagonale i laturi mai mici decét unitatea
nsdgi, care ar trebui s& se cuprinda de un numar ntreg de orl in ele. Asadar,
nu exista niciun segment de o0 asemenea lungime Incat sa se cuprindd n
acelagi timp  de un numar Intreg de orl n diagonala si n latura unui pentagon;
cu alte cuvinte, aceste doua segmente sunt incomensurablle,

lamblichus de Chalcis (250-330 d. Hr.) in Viata lui Pitagora: ,Se zice
cd primul care a dezvaluit natura masurabilititii si incomensurabili-
tatii celor nedemni de a lua parte la astfel de cunostinte, a fost detestat
Intr-atatincatnu doar cal-au datafara din viata si din locuinta comun,

0 criza incomensurabila
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ci i-au ficut si un mormant, ca si cum el, care odata le-a fost camarad,
ar fi abandonat viata intre oameni.[...] Altii afirma ca divinitatea s-a
supdrat pe cel care a divulgat doctrina lui Pitagora si l-ar fi pedepsit
s3 moara ca un pacitos in mare pentru nelegiuirea de a fi destainuit
teoria numerelor irationale si a incomensurabilitatii®

Dincolo de scandal, aparitia marimilor incomensurabile a insemnat
cu siguranti un moment de cotiturd in matematica greacd: pe langa
ci a aruncat in aer mistica pitagoreica si a facut imposibila pentru
geometrie si masoare intotdeauna exact, a obligat matematicienii
si foloseascd demonstratia ca ghid in cercetdrile lor. in realitate,
scandalul numerelor irationale a pus capat perioadei de pubertate a
matematicii. Potrivit lui Pedro Miguel Gonzalez, ,ideea ca doud marimij,
mai concret doud segmente, au intotdeauna o parte alicotd comuna,
adica sunt mi3surabile, este fira indoiald un stadiu incipient inevitabil
in dezvoltarea gindirii matematicii intuitive, atat in plan istoric, cat
si scolar si, bineinteles, in domeniul mestesugaresc, din nevoia de
masurare intodeauna aproximativa a lungimilor®.

Descoperirea numerelor irationale a avut implicatii profunde in
matematica greaca, provocand o tensiune intre geometrie $i aritme-
tica, intre marimi si numere. Grecii au ales sa mentind marimile
incomensurabile si numerele irationale separate, considerandu-le lu-
cruri complet distincte. Cuvintul grecesc pentru raport este logos,
care Inseamnd cuvdnt sau socoteald. Noile marimi incomensurabile
au fost numite alogon, care are sensul de inexprimabil, indescriptibil.
Mirimile irationale sunt consecinta logica a geometriei, dar se dove-
desc inexprimabile prin numere ordinare, incat grecii au avut grija sa
foloseasca cuvinte total diferite pentru a denumi un numar (in greceste
arithmos) spre deosebire de o marime (megethos). De fapt, a trebuit sa
treacd mai mult de 2200 de ani pana cand numerele irationale au fost
recunoscute ca numere cu drepturi depline. Radical din 2 a fost primul
numar irational care s-a descoperit (sau poate sa fi fost radical din 5)
in secolul al V-lea 1.Hr. si pand in secolul al XVII-lea nu s-a raspandit
cuvantul numdr pentru a desemna nu doar numerele rationale, ci §i pe
cele irationale.

Numere irationale



Demonstratii de irationalitate

»[Demonstratia aristotelica a irationalitatii lui \/E | este o teoremd simpld, atdt in idee,
cdt si in executie, dar fard nicio indoiald este o teoremd de cel mai inalt nivel.
Pdstreazd prospetimea si semnificatia din momentul descoperirii sale; cei mai bine de 2000 de ani

care au trecut nu i-au umbrit deloc valoarea.” (G.H. Hardy, Apologia unui matematician)

Multi am simtit In adolescenta noastrd, ca studenti, o impresie
puternica cand ni s-a prezentat pentru prima dati demonstratia
irationalitatii lui 2 prin reducere la absurd, la care se refera celebrul
matematician Hardy In pasajul introductiv si despre care am pomenit
deja In ,Incomensurabilitatea numarului de aur”. Dupa ce o cunoaste,
studentul afld cd pot fi elaborate dovezi incontestabile despre
adevdrul sau falsitatea unei afirmatii matematice. Ceva asemanator
a trebuit sa simta fratii pitagoreici si, de fapt, pentru matematica, cea
mai mare contributie a lor a fost conceptul demonstratiei: ideea ca
este posibil cd se construiasca dovezi irefutabile ale unei propozitii
matematice. In timp ce babilonienii si egiptenii au dezvoltat o
matematicd prin excelentd practica si algoritmicd, pitagoreicii au
creat 0 noua matematicd, al cdrei fundament a fost conceptul de
demonstratie. S vedem demonstratii alternative ale irationalitatii
lui v/2. S& presupunem din nou ca V2 = a/b in forma ireductibil3,
sau ceea ce este acelasi lucru, ca a? = 2b%. Teorema fundamentald a
aritmeticii ne asigurd ca orice numadr natural se poate descompune ca
un produs unic de numere prime. Sa presupunem cia=p;*pz - ..." pn
este produsul a n numere primesicab=q;q;* ... g,y este produsul
a m numere prime. In descompunerea in factori primi ai lui a2 vor fi
n perechi de numere prime, iar in b2 vor fi m perechi. Trebuia Insi ca
a? = 2b?, siin 2b? ne apare un 2 firad pereche. Am cizut din nou intr-o
contradictie si nu ne ramane alta solutie decit sd admitem cd ipoteza
noastra initiala era incorecta si ca V2 nu poate fi scris ca o fractie de
numere naturale.

Daca ar trebui sa optezi, dragd cititorule, intre cele doud
demonstratii pe care ai alege-0? In lucrarea The Mathematical
Experience, matematicienii P. J. Davis si R. Hersh scriu: ,Nu incape

O criza incomensurabila
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